RAPPELS DE GEOMETRIE (sans didactique)

Des animations avec applets java illustrant différentes parties de ce document sont disponibles
a cette adresse :
http://dpernoux.free.fr/EXPE1l/anim.htm

Les constructions géométriques élémentaires avec une regle non graduée et un compas ne
sont pas rappelées dans ce document mais on les trouve ici :
http://perso.orange.fr/pernoux/conselem.pdf

Et des animations en ligne reproduisant toutes ces constructions sont disponibles a cette
adresse : http://pernoux.perso.orange.fr/main.htm#cons
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Remarques préalables :

1°) Il a trois types d’objets géométriques : les lignes, les surfaces et les solides

(certains termes comme « triangle », « carré », « polygone », etc. sont ambigus et désignent
parfois des lignes et parfois des surfaces)

2°) Il faut faire trés attention aux notations :
{1 [AB] désigne le segment (fermé) d'extrémités A et B (c'est un ensemble de points)
{1 (AB) désigne la droite passant par les points A et B (c'est un ensemble de points)
{1 [AX) désigne une demi-droite (fermée) d'origine le point A (c'est un ensemble de points)
{1 AB désigne une longueur (ce n'est pas un ensemble de points). On peut également noter cette
longueur d(A,B).

| Formules pour calculer des aires :

3
Aire du triangle : C A = BCZAH

B H

Aire du disque : Q A = pR? (ne pas confondre avec L=2pR, longueur d'un cercle)

B
A A=ABxh s
Aire du parallélogramme : c \/¥h .
D B ®
Aire du trapeze : A A= AB—;DC?»h = 1J3h (avec | milieu
I
D de [AD] et J milieu de [BC]
: B
Aire du rectangle : A =AB x BC
A
C
D
Aire du losange : A B
3
D 2

Aire du carré : C c A =c?
c
C

Aire de la sphére : A =4pR? (ne pas confondre avec V = %pRE‘ pour le volume)
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Il Quelgues propriétés utiles pour batir une démonstration géométrigue (trés important)

1°) Principe

Considérons les affirmations suivantes : A B

P1: (AB) £(DC) et (AD) £(BC)
P2 : (AB) £(DC) et AB =DC
P3:AB=DC et AD =BC C
P4 : [AC] et [BD] ont méme milieu

On démontre que chacune de ces affirmations, prise isolément, est équivalente a I'affirmation P
suivante : le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.

Bien comprendre ce que ceci signifie : dire que I'affirmation P3 est équivalente a I'affirmation

« le quadrilatere ABCD est un parallélogramme » c’est, non seulement, dire, que, pour tout
parallélogramme, les c6tés opposés ont méme longueur deux a deux mais c’est aussi dire que
tout quadrilatére qui a des c6tés opposés de méme longueur deux a deux est un
parallélogramme.

Batir une démonstration va consister a enchainer des propriétés :

si, a un certain moment, on sait, par exemple, que P3 est vérifiée (autrement dit si on sait que
AB = DC et AD = BC), on pourra en déduire que ABCD est un parallélogramme. A |'étape
suivante, on pourra en déduire que P1, par exemple, est vérifiée, autrement dit que

(AB) £(DC) et (AD) £(BC).

La démonstration aura donc consisté a enchainer deux théoréemes :

Premier théoréme (P3 Y P) : si un quadrilatére a des cotés opposés de méme longueur deux a
deux, alors c’est un parallélogramme.

Deuxiéme théoréme (P Y P1) : si un quadrilatére est un parallélogramme alors ses cotés
opposés sont paralléles deux a deux.

Il est donc important de connaitre pour diverses figures élémentaires une liste de propositions
équivalentes

2°) Listes de propositions équivalentes

a) Liste de propositions équivalentes a la proposition Tl : « Le triangle ABC est isocéle de
sommet A » A

TI1: AB=AC
T12 : ABC = ACB B C

b) Liste de propositions équivalentes a la proposition TE : « Le triangle ABC est équilatéral »

A
TE1: AB=AC=BC

TE2 : ABC = ACB = BAC
TE3 : ACB = ABC =60° B C
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c) Liste de propositions équivalentes a la proposition TR : « Le triangle ABC est un triangle
rectangle en B »

A
TR1 : ABC =90°
TR2 : AC® = AB® + BC?
TR3 : 1 estle milieu de [AC] et IA=1B=1IC
B C

Remarques :

Le théoréme « TRY TR2 » est le théoréme de Pythagore.

Le théoréme « TR2 Y TR » est le théoréme réciproque du théoréme de Pythagore

Le théoréme « TRY TR3 » exprime le fait que si un triangle ABC est rectangle en B alors le
cercle de diameétre [AC] passe par B.

Le théoréme « TR3Y TR » exprime le fait que si [AC] est un diamétre d’un cercle et B un point
de ce cercle alors le triangle ABC est rectangle en B

d) Proposition équivalente a la proposition T : « Le quadrilatere ABCD est un trapéeze »

B
A

T1: (AB) £(DC C

(AB) £(DC) D?

e) Liste de propositions équivacines a la proposition P : « Le quadrilatére ABCD est un
parallélogramme »
A

P1 : (AB) £(DC) et (AD) £(BC) B

P2 : (AB) £(DC) et AB = DC
P3:AB=DC et AD =BC
P4 : [AC] et [BD] ont méme milieu

D C

f) Liste de propositions équivalentes a la proposition R : « Le quadrilatére ABCD est un
rectangle »

R1: Les angles de ABCD sont des angles droits A B
R1: ABCD est un parallélogramme et ADC = 90°
R2: ABCD est un parallélogramme et AC = DB D C

g) Liste de propositions équivalentes a la proposition L : « Le quadrilatere ABCD est un losange
»

A
L1:AB=BC=CD=DA D<> B
L2 : ABCD est un parallélogramme et (AC) ™ (DB) C

h) Liste de propositions équivalentes a la proposition C : «Le quadrilatere ABCD est un carré»

A B

C1 : ABCD est un rectangle et ABCD est un losange
C2: AB =BC =CD =DA et BAD =90°

D C

i) Liste de propositions équivalentes a la proposition PR : « Le polygdne P est un polygdne
régulier »
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PR2 : P est inscriptible dans un cercle et tous les angles au centre déterminés par les

PRL1 : Tous les cotés de P ont méme longueur et tous ses angles sont égaux O
segments joignant le centre du cercle a deux sommets succesifs sont égaux.

Il Formules permettant de calculer des volumes de solides :

Cobne circulaire

S
H est le projeté ‘I
arthogonal du sommet o
S surle plan P V_SXAXh
Longleur du segment 5H ']
= hauteur = - % ,}IRE % h
IIH

La surface de base est un
dizgue de rayon B

Cobne circulaire droit (ou cone de révolution)

Le projeté arthagonal 1

du sommet H sur le V i A X h
3

plan P est confondu
avery le centre O du

digdue 1
2
ongueur du segment S0 —— 'T[R X h

= hauteur= h

La surface de base est un
dizgue de rayan R

Page 5 D. Pernoux http:/pernoux.perso.orange.fr




Cylindre circulaire

La surface de base est un
disque de rayon R

Plan P
La surface de base est un
disgue de rayon R

V=Axh
= R?h

b paint
< #guelcongue
- v du plan P

Plan

F P

Longueur du segment RRT'
= hauteur =

W' est e projeté
orthogonal de i sur le
plah P

Cylindre circulaire droit (ou cylindre de révolution)

La curface de bage est un
disque de'rayon R

Flan F'

/ ’
Plan P e il (s
La surface de base est un
disque de rayon R

V=Axh
= R?h

Hauteur= A4 = BE'=Cce'=Do'= N
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Pyramide

H est le projete
orthogonal du sommet 1

S surle plan P V:—XAXh
3

Langleur du segiment SH
= hauteur =

Pyramide réguliere (attention: ce n’est un polyedre régulier que dans le cas ou c'est in
tétraédre régulier)

Remarque : le tétraedre est un cas particulier de pyramide

Le projeté arthogonal du
sammet 3 sur le plan P
est confondu avec le
centre O du polygone de
haze

Longugur du segment SH 1

hauteur = V:—XAXh
3

La surface de
base est un
polygone

régulier d'aire :
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Prisme

Plan P'

Les plans P et P
Ml point

sont paralléles
quelcongue

47 Aire dg,‘fg
S surfagd de :
" st A 7

Hauteur = MM =h

M' projete
4 orthogaon
de b =

V=Axh

Cas particuliers :

Prisme droit :

EAire de Iia
euface de

;
el h =eF- == Jr
|
i
V=Axh
H
Plan P
Cas particulier de prisme droit :
Le parallélépipéde rectangle (ou pavé) V —_ L 3 | % h

Cas particulier de parallépipéde rectangle :

Le cube V — a3
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Volume d’une boule : V = %p R®

IV Définitions et propriétés concernant les angles

Angle Angle saillant
rentrant
A
Anglenul: Oe ‘g‘ Angle aigu : o
A B
A
Angle droit : Angle obtus: 0

Propriétés des droites paralléles :

(remarque ; c’est un cas particulier

b d’angles supplémentaires)

yo

b
/76 Deplusa+b=180°
b

;
i
S

D
Remarque : a Si a est égal a b, alors D; et D, sont
paralléles.
Angles d’un triangle rectangle :
a+b=90°

a , -
’j\ (remarque : c’est un cas particulier
b d’angles complémentaires)
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V Quelques théorémes
1°) a) Théoreme de Pythagore :

A Si le triangle ABC est rectangle en B, alors AC2 = AB? + BC?
C

o

B

b) Théoreme réciproque du théoréme de Pythagore : Si AC2 = AB2 + BC?, alors le triangle
ABC est rectangle en B.
A

2°)

a) Autre théoreme concernant les triangles rectangles :

Si le triangle ABC est rectangle en B alors le cercle de diametre [AC] passe par B.
b) Théoreme réciproque de cet autre théoreme :

Si [AC] est un diametre d'un cercle et B un point de ce cercle, alors le triangle ABC est
rectangle en B.

3°) Propriété des angles "inscrits dans un cercle"

Les angles inscrits BAC et BA'C sont égaux.
L'angle au centre BOC est égal & deux fois BAC .

Les angles inscrits BACet BA"C sont supplémentaires.
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4 °) Théoreme de Thalés et théoréme réciproque du théoréme de Thalés :

Cas général

Cas particulier

Cas particulier

J
| C
B
Hypothese :
Hypotheses : (BB") /I (CC) Hypotheses :
(AA") // (BB") et (BB )/l (CC") (13) // (BC)
Théoreme de et | est le milieu de [AB]
Thales Conclusions : Conclusions :
AB_A'B'  BC_BC . AB_AB'  BC_BC .
AC A'C'  AC A'C ' AC AC' AC AC ' Conclusion :
J est le milieu de [AC]
AB - o
Remarque : le rapport — (et pas un Ce cas particulier du théoréme de
AC Thalés est en général appelé théoreme
. . BB' réciproque du théoréeme des milieux
autre) est encore égal a —
ccC'
A J
C
I
B
Hypotheses :
Théoreme | est le milieu de [AB]

réciproque du
théoreme de
Thalés

Hypotheses :
(AA") // (BB") et AB.AB
AC A'C'

Conclusion : (CC") // (AA")

AB
Hypothéses : — = ——
yp AC .

Conclusion : (BB // (CC")

et
J est le milieu de [AC]

Conclusion : (13) // (BC)

Ce cas particulier du théoréeme
réciproque du théoréeme de Thalés est
en général appelé théoreme des milieux
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VI Autres définitions et propriétés :
Médiatrice d’un segment :

La médiatrice D d’'un segment [AB] est la droite perpendiculaire & ce segment [AB] en son milieu :

Propriétés :
- Si M appartient a D, alors : MA = MB
- Si Ma = MB, alors M appartient a D

Conséquence : la médiatrice de [AB] est I'ensemble des points équidistants de A et B

Bissectrice d’un angle :
La bissectrice d’'un angle xOy est la droite D qui partage cet angle en deux angles égaux :

X

Y .

Propriété :
M Si M appartient a D alors MH = MK (ou
______________ H et K sont les projetés orthogonaux
0] 7L de M sur (Ox) et (Oy).
H’
Ty

Page 12 D. Pernoux http://pernoux.perso.orange.fr




VIl Propriétés concernant le triangle :

MEDIANES

AG =1,7 cm
GA'=09cCcm
AG = 2GA°
CG =21cm
1} GC'=1,0cm
CG =2G6C"
BG =2.8cm
GB'=14cCcm
BG = 2GB"

= est le centre de gravité
du triangle ABC

MEDIATRICE

on
OB
ocC

2,31 cm
2.31cm
2,31 cm

) est le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC

Les médianes du triangle (droites passant
par un sommet et le milieu du cété opposé)
sont concourantes en un point G appelé
centre de gravité du triangle.

Propriété :

AG: EAA'
3

BG: gBB'
3

CG: ECC'
3

Les médiatrices du triangle (droites
médiatrices des c6tés du triangle) sont
concourantes en un point O qui est le centre
du cercle passant par A, B et C (cercle
circonscrit au triangle ABC)
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H est I'orthocentre du triangl

BISSECTRICES

| est le centre du cercle inscrit
dans le triangle

Les hauteurs du triangle (droites passant
par un sommet et perpendiculaires au coté
oppose€) sont concourantes en un point H
appelé orthocentre du triangle.

Les bissectrices des angles sont
concourantes en un point | qui est le centre
du cercle tangent aux trois c6tés (cercle
inscrit dans le triangle)

SOMME DES ANGLES

La mesure de I'angle CAB vaut 80
La mesure de I'angle ABC vaut 34
La mesure de I'angle BCA vaut 66 *

80° + 34° + 66° = 180°

0 est le centre du cercle
circonscrit au triangle

G est le centre de gravité
du triangle
H est I'orthocentre
du triangle
Les points 0, G et H sont alignés sur
une droitejappelée droite d’Euler du triangle

ABC+BCA GAB 186

Pas indispensable pour le CRPE ... ;-)
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VIII Compléments divers

1°) Cerf-volant

Premiere définition possible : on appelle cerf-volant un quadrilatere qui admet une de ses diagonales
pour axe de symétrie

Deuxiéme définition possible (équivalente a la premiere) : on appelle cerf-volant un quadrilatere ayant
deux cbtés consécutifs de méme longueur et dont les 2 autres c6tés sont aussi de méme longueur.

Cerf-volant convexe Cerf-volant concave

2°) La famille «

TRIANGLES

TRIANGLES TRIANGLES TRIANGLES ISOCELES MAIS TRIANGLES

NI ISOCELES RECTANGLES PAS RECTANGLES ISOCELES
NI RECTANGLES MAIS PAS ET

ISOCELES RECTANGLES
TRIANGLES TRIANGLES
PAS EQUILATERAUX
EQUILATERAUX

3 °) La famille des quadrilatéres

QUADRILATERES
QUADRILATERES | QUADRILATERES QUADRILATERES
CROISES NON CROISES NON CROISES
CONCAVES CONVEXES
PAS TRAPEZES
TRAPEZES
PAS PARALLELOGRAMMES
PARALLELOGRAMMES
La sous-famille des parallélogrammes
PARALLELOGRAMMES
LOSANGES RECTANGLES RECTANGLES ET NI RECTANGLES
PAS RECTANGLES PAS LOSANGES LOSANGES NI LOSANGES
CARRES
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4°) Patron d’un cone circulaire droit (ou cone de

la hauteur h

Secteur circulaire de rayon d et d'angle au centre a°

Calcul de d :

Calcul de a°

révolution) dont on connait le rayon de base r et

Disque de rayonr et /\ /

D'aprés le théoréme de Pythagore, d* = h*+r®> donc d: +h® +r?

La longueur d'un arc d'un cercle est proportionnelle a I'angle au centre qui correspond a cet arc.

Angle au centre

180°

aO

Longueur de l'arc

pd

2pr

—_ 180 32pr
a: —————
pd
_ I _ I _
Donc:a = —3360 : ———3360
d th +r2

Voir aussi : http://perso.wanadoo.fr/pernoux/cone.htm (calculs en ligne)
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IX Transformations géométriques

1°) Généralités

Isométries

TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES PLANES

Similitudes

= transformations qui conservent les angles
{une figure F est transformée en une figure F' semblable c’est-a-
dire une figure qui est soit isoméetrigue soit agrandie soit réduite )

Autres transformations geométriques planes

= transformations qui conservent les distances
{une figure F est transformeée en une figure F'

isométrigue)

(ceci correspond a (utilisation d'un papier calgue)

Isométries directes
ipas de retournement du calgue)

T ranslations
(elissement du calgue
SgHS MourRer)

Rotations

fon prraise le calgue et on le

fait towrner awtour de fa

pithaizel

Remargue - ia symetie cenfrale o5t un
cas particulier de rofafion ratation de
FAE o demi-ronr )

La syméivie centrale exf également une
fewmarherie de rappars — [

s

Isométries indirectes
fretournement du calgue)
L

Symétries axiales
ipliagel

Auntres similitudes

TN

Homothéties (de mpports différents de | et 1)

{une figure F est transtormee en une figure F- homothetigue)
fagrandissements ou réductions de figure en

wtifisant wn
point central}

Symétries glissées
fpliage suivi d un glissement
parallélement a axe de pliage)

Autres similitudes :

On effectue une isometrie
suivie d'une homothétie (de
rapport dittérent de | e1-1)
futifisation 4'wn calgue suivie
g 'un agrandissement on d une
réduction en wtifisant un point

centrall
]
rd
g ¥
FiE' //
N e
-~ 2 _,..--'"-.
e A
A et
(g

<



2°) Compléments concernant I’'hnomothétie
Deux figures sont homothétiques quand l'une est I'image de l'autre dans une homothétie.
a) Définition de la notion d'homothétie :

Dans I'homothétie de centre | et de rapport k

Si k est positif, M est transformé en M' tel que :
Figure F'
-1, M et M' sont alignés

- M' est sur la demi-droite [IM) d'origine |
-IM'=k x IM

Figure F

I
Exemple avec k = 2

Si k est négatif, M est transformé en M' tel que :
-1, M et M' sont alignés
- M' n'est pas sur la demi-droite [IM) d'origine |

-IM' = | k| x IM (c'est-a-dire que si k = - 3 alors IM' = 3 x IM) Figure F

Fig

Exemple avec k = -1,5

b) Propriétés :

Premiere propriété :

Soit deux points A et B et soit A' et B' les images respectives de ces points A et B dans une homothétie de
centre | et de rapport k.
Propriété : (A'B") // (AB) et A'B' = Ikl x AB ou Ikl désigne la valeur absolue de k.
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Premier exemple avec k = 2 Deuxiéme exemple avec k = -3

A'B'= |-3|x AB=3AB

A'B'=2AB

Deuxieme propriéte :

Si une figure F' est I'image d'une figure F dans une homothétie de centre 1 et de rapport k et si F a une aire
¢gale a A alors F' a une aire ¢gale a k* x A.

1
Exemple avec k = 3 :

4 -

_Elanre F*
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c) Triangles homothétiques

Premier cas de figure :
Cl
' Hypothése : (B'C') // (BC)

D'apres le theoreme de Thales :
AB'_AC

' AB AC

B Appelons r le rapport précédent.

On a AB'=rxAB et AC'=rxAC

Le triangle AB'C' est Iimage du triangle ABC dans
'homothetie de centre A et de rapport k égal ar.

(pour la figure ci-contre k = 3)

b

A

Deuxiéme cas de figure :

C
f Hypothése : (B'C") // (BC)
B
D'apres le théoréeme de Thales :
AB' AC'
P AB AC

Appelons r le rapport précédent.
On a AB'= rxAB et AC '=rxAC

Le triangle AB'C' est I'image du triangle ABC dans
I'homothétie de centre A et de rapport k avec k = -r.

(pour la figure ci-contre k = - 2)

Cl
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3°) Triangles isométriques et triangles semblables

a) Triangles isométriques (rappels : deux triangles sont isométriques quand l'un est I'image de 'autre
dans une isométrie ; des triangles isométriques sont des triangles superposables)

Propriété 1 :

Deux triangles ayant respectivement leurs trois c6tés de méme longueur sont isométriques.

PR

Propriété 2 :

Deux triangles ayant un coté de méme longueur adjacent a deux angles respectivement égaux sont
isométriques.

=N\

Propriété 3 :

Deux triangles ayant un angle égal compris entre deux cétés de méme longueur sont isométriques.

Pl

b) Triangles semblables (rappel : deux triangles sont semblables quand 'un est I'image de 'autre dans
une similitude c’est-a dire quand I'un est I'image de 'autre quand on effectue une isométrie suivie d’'une
homothétie ; les longueurs des c6tés de I'un des triangles sont proportionnelles aux longueurs des cété de
I'autre triangle ; les angles des deux triangles sont égaux deux a deux ).

Page 21 D. Pernoux http://pernoux.perso.orange.fr




Propriété 1 : Deux triangles ayant leurs angles respectivement égaux sont semblables.

N7

Propriété 2 : Deux triangles ayant un angle égal compris entre des c6tés dont les longueurs sont
proportionnelles sont semblables.

A'B'_ B'C' B’

AB BC £

Propriété 3 : Deux triangles dont les longueurs des trois cotés sont proportionnelles sont semblables.

A
c
BI
AI ! Il IFall
A'B'_B'C'_A'C
L AB BC AC
CI
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